Ein konstantes Abstandsprodukt
Eckart Schmidt

Zu zwei fest vorgegebenen Punkten sind die
Ortslinien  fiir ~ Punkte  mit  konstanten
Abstandssummen, Abstandsdifferenzen oder
Abstandsverhdltnissen Kegelschnitte; zu
konstanten — Abstandsprodukten  ergeben  sich
Cassinische Kurven mit dem Sonderfall  der
Lemniskaten. Betrachtet man die Abstinde zu
vorgegebenem Punkt und vorgegebener Geraden,
so erhdlt man in den ersten drei Fdllen wieder
Kegelschnitte, zu konstantem Abstandsprodukt
aber einen anderen Kurventyp, der hier ndher
untersucht wird. - Diese Ausarbeitung ist eine
Erginzung zu einer Jahresarbeit, eingereicht von
Herrn Jiirgen Kiihl zum Abitur Ostern 1950.

Ortilinie von Punkten mit
konstantem Abstandsprodukt
bggl. P und g
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Vorbemerkungen

Die einleitend angesprochenen Zusammenhinge sind in der
folgenden Tabelle zusammengestellt:

Absténde Punkt-Punkt Punkt-Gerade
konst. Summe Ellipsen Parabeln
konst. Differenz Hyperbeln Parabeln
konst. Produkt | Cassini-Kurven 77?7
konst. Quotient Kreise Kegelschnitte




Punkte, deren Abstandssumme bzw. Differenz bzgl. zweier
fester Punkte konstant ist, liegen bekanntlich auf einer
Ellipse bzw. Hyperbel. Die vorgegebenen Punkte sind die
Brennpunkte und die halbe Abstandssumme bzw. -differenz
ergibt die grof3e Halbachse.

Punkte, deren Abstandsverhéltnis bzgl. zweier fester Punkte
konstant ist, liegen auf einem Kreis, dem Apollonius-Kreis
der Dreiecke tiiber der Verbindungsstrecke mit dem
entsprechenden Seitenverhéltnis.

Punkte, deren Abstandssumme bzgl. eines vorgegebenen
Punktes und einer vorgegebenen Geraden konstant ist, liegen
auf zwei Parabelsegmenten. Brennpunkt der beiden Parabeln
ist der vorgegebene Punkt; Leitlinien sind die Parallelen zu
der vorgegebenen Geraden im Abstand der Abstandssumme.
Dies ist darin begriindet, dass Parabelpunkte vom
Brennpunkt und von der Leitlinie den gleichen Abstand
haben.
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Punkte, deren Abstandsdifferenz bzgl. eines vorgegebenen
Punktes und einer vorgegebenen Geraden konstant ist, liegen
auf einer Parabel oder zwei Parabelsegmenten, je nachdem
die Abstandsdifferenz kleiner gleich oder grofer als der
Abstand des vorgegebenen Punktes von der Geraden ist.
Brennpunkt ist wieder der vorgegebene Punkt, Leitlinien
sind die Parallelen zur vorgegebenen Geraden im Abstand
der Abstandsdifferenz.

Ortslinie von Punkten mit

konstanter Abstandsdiffereng
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Punkte, deren Abstandsverhéltnis bzgl. eines vorgegebenen
Punktes und einer vorgegebenen Geraden konstant ist, liegen



auf einem Kegelschnitt. Ist das Abstandsverhéltnis <1, 1
oder >1, so erhilt man eine Ellipse, eine Parabel oder eine
Hyperbel. In jedem Fall ist der vorgegebene Punkt
Brennpunkt und die vorgegebene Gerade Leitlinie (Polare
des Brennpunktes) ([1], S149).

Cassini-Kurven
Zu zwei festen Punkten im Abstand 2p ist die Ortslinie der

Punkte mit einem Abstandsprodukt p° bekanntlich eine
Lemniskate.

g

Lemniskate

Legt man den Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems
in den Mittelpunkt der beiden vorgegebenen Punkte, so erhilt
man die Gleichung ([2], S.77)

(2 +y2 =2p(x— )
bzw. in Polarkoordinaten
r*=2pcos(2p)
Wiéhlt man ein konstantes Abstandsprodukt g?# p?, so erhélt
man die Gleichung ([2], S.89)
(¥ + )2 =2p*(x*~y*)=¢" - p
bzw. in Polarkoordinaten
r*=2pricos2p)=q' - p*

N

Zwei Beispiele von Cassini-Kurven

Fir g<p erhdlt man zwei symmetrische Ovale, fiir
p<g< p\/z ergibt sich eine geschlossene Kurve mit Sattel, der

fiir ¢g> p\/f verschwindet. Fiir weitere Eigenschaften dieser
Cassini-Kurven sei auf die zitierte Literatur verwiesen. Erwahnt
sei noch, dass die Cassini-Kurven, sofern es sich um die beiden
Ovale handelt, anallagmatische Kurven sind.



Konstantes Abstandsprodukt bzgl. Punkt und Gerade

Fest vorgegeben sei jetzt ein Punkt P im Abstand p von einer
Geraden g und ein konstantes Abstandsprodukt ¢°.

\P Zwei Beispiele fiur
Ortslinien guv

konstantem

Abstondsprodukt

bzgl P und g

™
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Arbeitet man in Polarkoordinaten bzgl. P und der zugehdrigen
Senkrechten zu g, so lédsst sich die Gleichung der Kurve
unmittelbar in der folgenden Form angeben:

r|p—rcosgo| =q>
Damit konnen auf einer Geraden durch P zwei bis vier Punkte
liegen. Beschriankt man sich auf Argumente —7 <@ <7 unter

Zulassung negativer Radien, so konnen diese wie folgt
angegeben werden:

_P- p*+4g*cosp . _ p—+p*—4q*cosp

h 2 =
2cos @ 2cos @
p++/p*—4q*cos@ p++p*+4q*cosp
]/'3= ”'4:
2cosp ’ 2cosp :
R4
R

Von den zugehdrigen Punkten existieren R; und R, immer. R;
und R, bzw. R, und R; liegen symmetrisch zu einem Punkt
pP.pP
o 5 tan ?)
im Schnitt der Triagergeraden mit einer Parallelen zu g im
halben Abstand zu P. Diese Parallele sei als Mittelparallele
angesprochen.



Die Punkte R; und R; lassen sich dann wie folgt konstruieren:

2q*
Zeichnet man um P einen Hilfskreis mit dem Radius 7, der
die Verbindungsgerade PQ in den Punkten §; und S, schneidet,
so erhélt man die konstruierbaren geometrischen Mittelwerte:

pcos( ) PSln( )
OR =\JOP-0S, =——2— und QR,=./OP-0S, =
V2¢ cos @ \/_cosgo
OR,
mit Q—Rlzta“(;)

Damit sind die Strecken OR; = OR, und OR, = OR; die Radien
von Inversionskreisen um den Punkt Q (siehe auch unten), die
den Punkt P in die Schnittpunkte der Trigergeraden mit dem
Hilfskreis tiberfiihren. Bezeichnet man den Schnitt der Geraden
g und der Triagergeraden mit R, so gilt:

PR R,R, PR,=R,R, PR,=R,R, PR, RR

Der Spezialfall

Eine spezielle Kurve erhdlt man fiir Punkte mit dem
2

_Pp
Abstandsprodukt 9 ~ 4 » d.h. das Abstandsprodukt ist das

Quadrat des halben Abstands von Punkt P zur Geraden g. Diese
Kurve besteht aus zwei asymptotischen Zweigen, von denen
einer eine Schleife mit Knotenpunkt ist.

kovutantes
Abstondsprodukt g.q
von Punkt und Gerade
imAbstant 2q

Arbeitet man in kartesischen Koordinaten mit dem Ursprung im
Punkt P, so hat diese Kurve die Gleichung

) ,_ D"
(X*+y*)(x—p) 6"

Die Nullstellen N; und N>und der Knoten K ergeben sich zu
p(¥F f 2.
N,(————

Die Steigungen im Knoten betragen ++/2 . Auf den Tangenten
im Knoten liegen auch die Wendepunkte

und K (g ;0)



Tp  2A2p
6 3
Arbeitet man in Polarkoordinaten mit der Gleichung

w( ) (Steigungen 111\/5).

4r|p —7rCos (p| = p?,

so lassen sich Hoch- bzw. Tiefpunkt E als auch die
Wendepunkte W wie folgt erfassen:

L sin e = £ £22

Vg = D . T = 5
bo2(e+)) 2 32
mit & =319-3v33 +119+333 ;
rW:3—p, sin(p—W:il
2 2 3

Genauer untersucht seien die Tangenten in den Punkten R; bis
R, einer Tragergeraden PQ; sie haben die Gleichungen:

t 4(cos¢)+\/50053%)x+\/5(sin(p+\/asin§)2y+2p:01
t,: —4(cos¢)—\/55in3%)x—ﬁ(singp+\/§cos%)2y+2p:O,
L —4(cosgo+\/isin3%)x+\/5(sin(/)—\/asin%)2y+2p=0,
t,: 4(c05(p—\/zcos3%)x—ﬁ(singp—ﬁsin%)2y+2p=0_

| o

Tangenten
und ihue

Schnittpunkte

Si2

/// - é :523 S24
! 1
NS

L S14

Die Tangenten in den bzgl. O symlrnetrisch liegenden Punkten
R; und R,bzw. R, und R; schneiden sich in den Punkten

14 2 @ %
S, (&= (2+cos@);—pcos” —cot—
14(2( ®);—p 5 2),



P w2 @ 4
S23(2 (2—cos@); psin 5 tan 2)'

Auf eine explizite Darstellung der weiteren Schnittpunkte wird
hier verzichtet, jedoch seien folgende geometrischen
Eigenschaften erwéhnt: S;, und S;; liegen symmetrisch zu R,
S72 und S,4 symmetrisch zu Ry, S;; und S3, symmetrisch zu R;
sowie S, und S3, symmetrisch zu R,. Die Schnittpunkte S;, und
S34 bzw. S;3 und S,4 liegen auf Parallelen der Triagergeraden im
Abstand p.

Zur Konstruktion der Tangenten sei von einer Tragergeraden
PQ mit den Kurvenpunkten R; bis R, ausgegangen, die den

Hilfskreis um P mit dem Radius P in den Punkten

_p _D .
S, (¥cos @;¥sin
1a( 5 @ 5 ®)

schneidet. Verbindet man z.B. S; mit dem Knoten K und
betrachtet den Schnittpunkt

p. psing

27 1+cose
dieser Verbindungsgeraden mit der an P gespiegelten
Mittelparallelen, so ergibt die Spiegelung von T'an der Mitte der
Sehne S;K den Tangentenschnitt S»;. Entsprechend erhdlt man
mit dem Punkt S, den Tangentenschnitt S;,. Die
Verbindungsgeraden R;S;4, R2S23, R3S23, R4Si4 sind dann die
Tangenten in den Punkten R; bis Ry.

S12 23 s2

\
.

e

e 7

SL3|.

[s14

Die Tangenten in den Punkten R; bis R, bilden ein vollstindiges
Vierseit. Die Newton-Gerade des Vierseits, d.h. die Gerade der
Diagonalenmitten, ist die Verbindungsgerade der
Tangentenschnitte S»; und S;4, auf der auch der Punkt Q liegt.
Der Miquel-Punkt F, d.h. der gemeinsame Punkt der Umkreise
der Teildreiseite, hat die Koordinaten
F p(1+3cos(2¢))  3psin(2¢)
5+3cos(2¢) 5+3cos(2¢) _




Ortslinie der Miquel-Punkte ist ein Kreis um (—%;0) mit dem

Radius 3Tp Sind Knoten K, R, und der Miquel-Punkt F

kollinear, so ist R, das Maximum bzw. Minimum £.

| 7

R

Zu der Konstellation der Tangenten in den Punkten R; bis Ry
kann eine  Hyperbel aufgezeigt werden, die die
Tangentenschnitte S;,, S;3 S»4 S34 als auch die Punkte P und R
der Triagergeraden enthélt. Die Gerade g ist Tangente in
R, die Trigergerade Normale in P. Das Zentrum

Z<§(3—cos(zfp»;—fsin(zw»

ist der vierte harmonische Punkt, mit dem Q die Strecke S;4523
harmonisch teilt. Verschiebt man den Ursprung des
Koordinatensystems in den Punkt Z und dreht es um den Winkel

5 mit tan(25)=—2SMeFsSNGP)

9cos @+ cos(3¢p)
dann erhélt diese Hyperbel die Gleichung

VI+16sec’(p)+3 | (9+16sec*(p) -3 |
u?— v2=1.
2p? 2p?
Polaren von Punkten der Geraden S;,S>; bzgl. dieser Hyperbel

sind parallel zur Trigergeraden PQ; dabei liegt S;, auf der
Polaren von §,; und umgekehrt. Der Mittelpunkt von S;; und
S>3, der auf der Geraden g liegt, ist Pol der Tragergeraden.

Betrachtet man abschlieBend zu einem Punkt QO der
Mittelparallelen die im vorigen Abschnitt angesprochenen



Inversionskreise um Q durch R; und R, bzw. R, und R;, so sei
ohne Herleitung erwéhnt, dass diese Kreise eine Lemniskate
einhiillen, fiir die das Abstandsprodukt bzgl. P und dem

2
Spiegelpunkt an der Mittelparallelen den Wert % hat.
\

»“
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Lemniskate aly // &4
Einhillende der / < \
Inversionskreise

y |
S]:\\\ /,/ A\

Literatur

[1] H. S. M. Coxeter: Unvergingliche Geometrie. — 1981
Birkhduser Verlag, Basel-Boston-Stuttgart. S. 149.

[2] H. Schmidt:
Ausgewdhlte hohere Kurven. —

Kesselringsche
Verlagsbuchhandlung Wiesbaden,1949.

Eckart Schmidt - Holstenstralle 42 - D 24223 Raisdorf
http://eckartschmidt.de
eckart schmidt@t-online.de




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


